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Distribution des vitesses d’'un GP (1)

On considere une particule de gaz parfait de masse m sans interaction:
son énergie est uniquement cinétique E = mv?%/2 pour un gaz de
vitesse U = V,€, + vyé’y +v,€, avec V?=vZ+ v§ +v2 ; la
probabilité dp pour que sa vitesse soit comprise entre Uy et Uy + d vy,

vy et Uy, + dvy, U, et U, + dv, est donnée par :

- m(vZ+vi+vs)
dp = Ae 2kpT  dv,dv,dv,
3
+00 m  \2
dp =1 = A =
J_oo P 2tkgT

La loi de distribution des vitesses est telle que :
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Distribution des vitesses d’un GP (2)

3

m 5 _m(v,zc+v§,+v§)
= ||dp = 2k, T e 2keT  dv,dv,dv,

On s’intéresse maintenant a la probabilité dp pour que sa vitesse soit

de norme comprise entre U et V + dv est donnée par :
muv*
dp = A'e 2kBT4mv?dv

iyl A =
f_oo p=1=4a4= 2tkgT
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Distribution des vitesses d’un GP (3)

mvz

m —
— 2kpT AT
dp (Z”kBT) e “*vl4mv“dv

N W

dp
v
La densité de probabilit¢ de la

vitesse d’ étre entre UV et ¥V + dv est :
3

m 2 mv?
dp =< ) e 2ksT4mv?dv

ZTl'kBT
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Distribution des vitesses d’un GP (4)

La distribution de Maxwell des vitesses varie rapidement avec la
température du gaz :
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Vitesses

caractéristiques

On peut définir trois vitesses caracteristiques du chaos moléculaire
qui regne dans un gaz thermalise :la vitesse moyenne, la vitesse la
plus probable ainsi que la vitesse quadratique.
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Formules utiles

Quelques formules utiles :

x n —ar? r I
In - I € de IO = 5 —
0 y avec ¢ | ¢
In+2 = - L = —
da \ 2a
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Vitesse la Elus Erobable

Toutes les vitesses n’ont pas la méme chance d’étre observées. Il existe
en effet une vitesse ¥ qui rend maximum la densité de
probabilité dp/dv et qui ne dépend que de la température et de la
nature du gaz. La densité de probabilité passe par un maximum

lorsque:

d - muv? mup3 _ mv?
dv kgT

2kgT  |2RT

V=

ym M
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Vitesse moyenne

La vitesse moyenne U est la moyenne de la norme de v , cC’est-a-dire
3
2

00 m 2 _mv
V= fvdp =f0 (27TkBT> e 2keT4my3dv

3
Comme 611 1 _ m 2 (ZkBT)z
Lh=—=-—==v= AT
da 2a? 2tkgT 2m?
_ 8kgT 8RT
V= — —_—
\ mm \ ™™

Cette vitesse est légérement supérieure 2 la vitesse .
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Vitesse quadratique moyenne

La vitesse moyenne v2est la moyenne de la norme de v2, c’est-a-dire
3
2

- s m 2 _mv
v? = fvzdp =f ( > e 2ksT4mp*dvy
0

2tkgT
Comme 3
; 0, 3 T —_(_m 54 6kgT [2mkgT
37 9a  8aZNa ° 2tkgT " 8m N
—  3kgT 3RT
e = = —
m M
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Equipartition de
'énergie et
capacités

th .
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Théoréme de ’équipartition de 1'énergie (1)

On suppose que les niveaux d'énergie sont suffisamment proches pour
raisonner sur un continuum et que le nombre d’états quantiques est le
meme pour toutes les énergies. On considere un degré de liberté
quadratique X apparaissant dans ’énergie selon E = aé* + b,

C’est par exemple : .
- Pour un ressort > kx?

1
- Pour un pendule de torsion E Cior0°
i 1. .
- Pour une bobine > Li?
1
- Pour un condensateur . Cu?

Ld / . Y , ° 1
_ Pour une partie de 1'"éneroie cinétique = mu2
g q X

2
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Théoréme de ’équipartition de 1'énergie (2)

I.a loi de Boltzmann entraine : &2

dp =Ae kBTd¢

a
kT

+ 00
f dp=1= A=

\

['énergie moyenne du degré de liberté quadratique est:

+ 00 + 00 _afz
as? =f ac?dp =f as? e keTd¢
—00 —00 V

Posons
a

u = kB—TE
e N
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Théoréme de ’équipartition de 1'énergie (3)

——  kgT 5
— qel = u?e % du

=)

+
T
J u‘e _”du=£
— 00 2
——  kgT+m 1
= qe? = = \/_=—kBT

JT 2 2

[’énergie moyenne d’un degré de liberté quadratique pour
une particule est :

_—1kT
ac _ZB
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Théoréme de ’équipartition de 1'énergie (3)

Enoncé du théoreme

Dans un systéme classique en équilibre a la température T,
chaque degré de liberté intervenant de facon quadratique dans
Pénergie, contribue a ’énergie totale a raison de:

Lot L er
g gl oU 5

pour une particule ou une mole de particules.

NB: Un systeme est dit classique quand les etfets quantiques sont
négligeables. Cect est réalisé quand l'énergie thermique %kBT est

beaucoup plus grande que Décart entre deux niveaux d'énergie
consécutifs.
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Appliquer le Théoréme de ’équipartition

Deux cas sont possibles

 Soit on connait ’expression de I'énergie du systéme en
équilibre a la température T, auquel cas il faut comptabiliser
le nombre de termes quadratiques (c’est-a-dire élevés au
carré) indépendants et multiplier ce nombre par :

1 1
EkBT ou ERT

 Soit on a une connaissance plus qualitative du systeme, ce
qui implique une analyse physique des degrés de liberté
possible, en n’oubliant pas par exemple de tenir compte des

éléments de szmétrie du Erobléme.
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Gaz parfait monoatomique

quadratiques pour les trois mouvements possibles dans les directions
Ox, Oy et Oz auxquels correspondent les vitesses Uy, V) et Uj.
Puisque le gaz est parfait, il n’y a pas d’énergie potentielle liée a des
interactions, son énergie est: £ = E, = m(vf + ng + 2 ) /2

Il y a trois termes quadratiques a prendre en compte dans la moyenne
d’ou une énergie moyenne:

3 3
(E) = EkBT ou <Esyst,tot> =5 RT

2
d<E tt t) 3
La capacité thermique molaire est |[Cy mol = 2’;, L = 5 R
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Gaz partfait diatomique (1)
Pour lc gaz parfait diatomique, 11 faut prendre en compte les

degrés de libertés indépendants qui viennent se rajouter a la
translation d’ensemble. A basse température:

3
CV,mol — ER

comme pour le gaz monoatomique.
A partir de T~50K(E~1meV), i faut considérer le
mouvement de rotation autour de ses deux axes (le troisieme

axe étant axe de symétrie), soit deux termes quadratiques
indépendants supplémentaires.
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Gaz partait diatomique (2)

Z

Rotation ¢ Q

3 degrés de liberté de translation

pour G sur Ox, Oy et Oz G

Rotation 0

Rotation interdite en Mécanique quantique

5 degrés de libertés quadratiques
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Gaz partait diatomique (3)

Les 5 degrés de libertés quadratiques contribuant a 1'énergie

sont:

1 1 . 1 :
E=FE. = Em(v(zix + U(Z;y + U(Z}z) + E]GZQDZ + E]GZHZ

d’ou une énergie moyenne:

5
(E) =5 kBT ou (Esyst,tot> — 2 RT

La capacité therm1que molaire est

d<Esyst,tot> . 5

Cymol = —R
V mol dT 2
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Gaz parfait diatomique (4)

Les vibrations que on peut modéliser comme un systeme

masse ressort, viennent s’adjoindre pour
T~5000K (E~0,1eV) ou 2 termes quadratiques s’ajoutent a
I'énergie totale: énergie cinétique et énergie potentielle
¢lastique, soit:

d<Esyst,tot> 7
CV,mol — dT — ER
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Récapitulatit (1)

3

Cy (J/molK) e ER pour T <100 K environ.
30- IR
Vibration CV,m = %R pour 100 K<T7T <1000 K
___________ 3
20 R environ.
Rotation
______________ fuiteocogn C, = %R pour T >1000 K environ.
104
Trapslation
o T(K)

10 20 50 100 200 500 1000 2000 5000 10,000
v Cela signifie que pour les trés basses températures, ’énergie interne
n’est due quaux mouvements de translation du centre de masse de
la molécule. Les mouvements propres n’apparaissent qu’a partir de
certaines températures limites. En effet, il faut suffisamment d’énergie
pour mettre en ceuvre les mouvements propres
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Récapitulatif (2)

v Dans le domaine de températures usuelles 100 K < T <
1000 K, pour les molécules diatomiques ( H,,N,,0, ), 1l y a cing
degrés de liberté, trois de translation et deux de rotations.

v Ce nlest qu'aux hautes températures qu’apparaissent deux
nouveaux degrés de liberté de vibration

Seule la physique quantique permet de comprendre exactement
d’ou proviennent les 4 degrés de liberté propre supplémentaire de
la molécule. Une image classique dune molécule diatomique
(deux spheres reliées par un ressort) donne cependant une image
simple de l'origine de ces degrés de liberté supplémentaire
comme cela est illustré sur la figure ci-dessous.
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Récapitulatit (3)

(a) Translational motion z

Independent ¥ (c) Vibrational motion
axes of rotation _

18.15 A diatomic molecule. Almost all the
mass of each atom is in its tiny nucleus.

(a) The center of mass has three indepen-
dent velocity components. (b) The mole-
cule has two independent axes of rotation
through its center of mass. (¢) The atoms
and “spring” have additional kinetic and
potential energies of vibration.

-4
(b) Rotational motion
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Atome du réseau cristallin (1)

Un atome du réseau cristallin du solide possede 3 degrés de
liberté de translation sur Ox, Oy et Oz. Si on considére le
modele d’Einstein classique ou le solide est vu comme un
assemblage de motifs (atomes, molécules, 10ns) reliés les uns
aux autres par des ressorts indépendants il faut compter par
motifs 6 degrés de liberté :

6
(E) = —kBT ou (Esysttot) = 5 RT = 3RT

2
d<E tt t)
CV,mol — ZI; — = 3R
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Atome du réseau cristallin (2)

On retrouve la loi de Dulong et Petit, cependant incorrecte a basse
température ou Cy o0 = 0. I faut alors faire intervenir la

meécanique quantique.
A CV,moI ( T)

Modéle simple satisfaisant a température ambiante

Température ambiante

Modéle d’Einstein en 1907
permet de vérifier les observations
jusqu’aux basses températures
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